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BAB I

ANTITURUNAN 

1.1  Turunan  

Pembahasan tentang turunan tidak dapat dipisahkan dari pengertian tentang fungsi, baik fungsi eksplisit maupun fungsi implisit. Fungsi eksplisit adalah fungsi yang secara umum penulisannya dinyatakan dalam bentuk y = f(x), sedangkan fungsi implisit adalah fungsi yang secara umum penulisannya dinyatakan dalam bentuk f(x,y) = 0. 

Perhatikan beberapa contoh fungsi di bawah ini. 
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Pada contoh di atas, fungsi no 1, 2, dan 3 adalah fungsi eksplisit, sedangkan contoh 4, 5, dan 6 adalah fungsi implisit. Semua fungsi yang ditulis dalam bentuk eksplisit dapat diubah penulisannya dalam bentuk implisit, akan tetapi tidak semua fungsi yang ditulis dalam bentuk implisit dapat diubah dalam bentuk eksplisit. Perhatikan contoh 5 di atas. Selanjutnya dari fungsi-fungsi tersebut, dapat ditentukan turunannya. 

Definisi 

Turunan fungsi y = f(x) adalah fungsi lain yang dinotasikan dengan f’(x) dan didefinisikan oleh 
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Sehingga definisi turunan di atas dapat dinyatakan dalam bentuk lain 

f’(x) = 
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Notasi lain untuk turunan y = f(x) dinyatakan dengan 
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Jika fungsi yang diketahui dinyatakan dalam bentuk implisit, maka turunannya dapat dilakukan dengan menggunakan kaidah differensial yaitu dengan cara mendiferensialkan masing-masing variabel dalam fugsi tersebut. Berikut ini diberikan beberapa contoh menentukan turunan fungsi eksplisit dan implisit. 

Contoh 

Tentukan 
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 fungsi-fungsi berikut.
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      Berdasarkan definisi di atas diperoleh 
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       Berdasarkan definisi di atas diperoleh 
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Fungsi-fungsi yang mempunyai turunan sebagaimana dijelaskan pada contoh di atas disebut fungsi yang differensiable (dapat diturunkan). 

Dengan cara yang sama, jika y = xn  maka turunannya ditentukan oleh: 
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Dengan mendiferensialkan masing-masing variabel, diperoleh:

d(x
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4.  Tentukan 
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Secara umum, misal u = u(x), v = v(x), dan w = w(x) adalah fungsi yang masing-masing  dapat diturunkan dan c sebarang bilangan real, maka dengan menggunakan definisi turunan dapat ditentukan beberapa rumus umum turunan fungsi sebagai berikut. 
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Bukti sifat-sifat di atas diserahkan kepada pembaca sebagai latihan. 
Selanjutnya, dengan menggunakan definisi turunan 


[image: image92.wmf]dx

dy

 = 
[image: image93.wmf]x

x

f

x

x

f

x

D

-

D

+

®

D

)

(

)

(

lim

0

, dapat ditunjukkan beberapa turunan fungsi geometri di bawah ini.

        y  = cos x, maka 
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Analog, diperoleh turunan fungsi trigonometri yang lain: 
1. 
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1.2  Antiturunan 

Antiturunan merupakan balikan dari turunan, sehingga untuk mempelajarinya harus dikaitkan dengan turunan fungsi. 

Menurut definisi turunan, jika y = 
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Dengan cara yang sama, diperoleh

1. Jika y = 
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4. Jika y = 
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Dengan kata lain, untuk y = 
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Karena antiturunan merupakan balikan dari turunan, maka penulisan bentuk di atas dapat disederhanakan dengan A
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Hal ini berarti bahwa fungsi y = 
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atau antiturunan dari f(x) = 
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Fungsi-fungsi yang dapat ditentukan antiturunannya disebut integrable (terintegralkan). 


Dalam hal yang lebih umum, bentuk  A
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Jadi, misal y = f(x) dan antiturunannya adalah F(x) + C, maka
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 Real. 

Bentuk 
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f(x) dx = F(x) + C  , f(x) disebut integran dan F(x) + C disebut anti turunan. 

Teorema 1.

Jika r sebarang bilangan rasional kecuali -1,  maka:
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Akibatnya jika r = -1 maka 
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Bukti

Untuk mengembangkan suatu hasil yang berbentuk 
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Kita cukup menunjukkan bahwa 


[image: image144.wmf])

(

]

)

(

[

x

f

C

x

F

D

x

=

+


Dalam kasus di atas
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Teorema 2

Misal f(x) dan g(x) fungsi-fungsi yang integrable dan C sebarang konstanta maka:
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Bukti 

Untuk membuktikan teorema di atas, cukup dengan mendeferensialkan ruas kanan dan amati bahwa kita memperoleh integran dari ruas kiri.
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1.3  INTEGRAL TERTENTU 

Definisi :

Misal f(x) suatu fungsi yang didefinisikan pada [a,b], selanjutnya f(x)  dikatakan terintegralkan (integrable) pada  [a,b]
jika  
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y = f(x) dan sumbu x dalam selang [a,b],  jika 
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Teorema Dasar Kalkulus

Teorema dasar Kalkulus memberikan kemudahan untuk menghitung Integral Tentu, berikut teorema tersebut :

Misal f(x)  kontinu pada [a,b] dan F(x)  sebarang anti turunan f(x), maka  
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Contoh :

1. Perlihatkan bahwa jika r ( Q dan r ( -1, maka


[image: image337.wmf]1

1

1

1

+

-

+

=

+

+

ò

r

a

r

b

dx

x

r

r

b

a

r


Jawab :

Karena F(x) = 
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Integral tentu sebagai operator linear, yaitu bersifat :

Misal  f(x)  dan g(x)  terintegralkan pada [a,b] dan k suatu konstanta, maka: 
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Sifat-Sifat Integral Tentu

1. Sifat Penambahan Selang 

Teorema :

Jika f(x)  terintegralkan pada suatu selang yang memuat tiga titik a, b dan c, maka 
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2. Sifat Simetri

Jika  f(x)   fungsi genap, yaitu suatu fungsi yang memenuhi sifat 

f(-x) = f(x) , maka:
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Secara lebih umum, sifat-sifat integral tertentu  adalah:
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BAB II

TEKNIK INTEGRAL

Beberapa macam teknik pengintergralan digunakan untuk menentukan antiturunan suatu fungsi. Hal ini bertujuan untuk memudahkan dalam menentukan selesaian  integral fungsi yang ditentukan. Agar teknik pengingtegralan mudah dipahami oleh pembaca, maka dalam bab ini dirincikan teknik pengintegralan dimaksud dengan syarat-syarat yang ditentukan. Teknik-teknik integral tersebut adalah: Teknik Substitusi, Integral Fungsi Trigonometri, Teknik Substitusi Fungsi Trigonometri, Integral Parsial, Integral Fungsi Rasional, dan Integral Fungsi Rasional yang memuat fungsi Trigonomteri.
Berikut ini penjelasan teknik-teknik dalam pengintegralan.  
2.1 Teknik Substitusi 

Istilah lain untuk teknik substitusi adalah pemisalan. Teknik substitusi pada umumnya digunakan untuk memudahkan selesaian integral ke bentuk rumus dasar rumus integral tak tentu, yaitu; 
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Karena rumus di atas adalah pedoman umum.  maka integrannya menyesuaikan dengan rumus di atas. Jika belum sesuai atau menyimpang dari bentuk di atas maka sedapat mungkin diubah terlebih dahulu. Dengan demikian setelah integran sesuai dengan bentuk baku integralnya dapat dilakukan dengan mengaplikasikan rumus dasar integral tidak tentu. Akhirnya  selesaiannya dapat dilakukan dengan metode substitusi. 
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2.2 Integral Fungsi Trigonometri

Sebelum membahas teknik integral fungsi trigonometri secara lebih rinci, berikut ini diberikan integral dasar fungsi trigonometri yang menjadi acuan untuk menentukan hasil pengintegralan dengan teknik fungsi trigonometri. Bentuk dasar tersebut adalah: 
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Berdasarkan bentuk di atas selanjutnya diberikan beberapa kasus bentuk integral fungsi trigonometri yang dibahas pada bagian ini, diantaranya adalah:
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 Akhirnya dengan substitusi tersebut didapat kesamaan antara integran dengan tanda integrasinya, sehingga dengan mudah dapat diselesaikan. 
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Jika m atau n bilangan bulat positip ganjil, sedangkan lainnya sebarang bilangan, maka faktorkan sin x atau cos x dengan menggunakan kesamaan identintas 
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[image: image706.wmf]ò

xdx

x

3

3

cos

sin

 = 
[image: image707.wmf]ò

xdx

x

x

cos

cos

sin

2

3


                            
= 
[image: image708.wmf]ò

-

)

(sin

)

sin

1

(

sin

2

3

x

d

x

x


                       
= 
[image: image709.wmf]ò

ò

-

)

(sin

sin

)

(sin

sin

5

3

x

xd

x

xd


                            
=  
[image: image710.wmf]C

x

x

+

-

6

4

sin

6

1

sin

4

1


          Atau 

          
[image: image711.wmf]ò

xdx

x

3

3

cos

sin


= 
[image: image712.wmf]dx

x

x

x

ò

3

2

cos

sin

sin


                                    
= 
[image: image713.wmf]ò

-

-

)

cos

(

cos

)

cos

1

(

3

2

x

xd

x

 

                                     
=  
[image: image714.wmf]ò

-

-

)

cos

(

)

cos

(cos

5

3

x

d

x

x


                                     
=  
[image: image715.wmf]C

x

x

+

+

-

6

4

cos

6

1

cos

4

1


4.    
[image: image716.wmf]ò

xdx

x

2

2

sin

cos


        Kedua pangkat bilangan genap, sehingga diperoleh:

      
[image: image717.wmf]ò

xdx

x

2

2

sin

cos


= 
[image: image718.wmf]ò

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

dx

x

x

2

2

cos

1

2

2

cos

1


                                
= 
[image: image719.wmf]ò

-

dx

x

)

2

cos

1

(

4

1

2


                               
= 
[image: image720.wmf]ò

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

-

dx

x

2

4

cos

1

1

4

1


                                
= 
[image: image721.wmf]ò

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

dx

x

2

4

cos

2

1

4

1


                               
= 
[image: image722.wmf]C

x

x

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

8

4

cos

2

4

1


                                 
=  
[image: image723.wmf]C

x

x

+

-

64

4

cos

8


4. 
[image: image724.wmf]ò

xdx

x

4

4

cos

sin


     Jawab 
Karena kedua pangkatnya bilangan genap, untuk menentukan selesaiannya gunakan kesamaan setengah sudut sin
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Karena salah satu pangkat bilangan genap, maka langsung gunakan kesamaan identitas 1+tan
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Integral bentuk ini juga sering muncul, untuk menyelesaikannya digunakan rumus kesamaan hasil kali, yaitu:
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Tentukan hasil integral berikut ini.
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2.3  Teknik Substitusi Fungsi Trigonometri
      Teknik substitusi fungsi trigonometri digunakan untuk menyelesaikan integral jika integrannya memuat bentuk-bentuk:
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 yang dapat diubah menjadi bentuk kuadrat sempurna. 
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2.4  Integral Parsial
Secara umum integral parsial digunakan untuk menentukan selesaian integral yang  integrannya merupakan perkalian dua fungsi uv, dimana u = f(x) dan v = g(x).

Karena y = uv, maka menurut definisi differensial dan turunan fungsi 
y = uv diperoleh 

dy = d(uv) 

d(uv) = u dv  + v du 

Dengan mengintegralkan masing-masing bagian diperoleh 
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Bentuk terakhir ini dinamakan rumus integral parsial. Prinsip yang digunakan dalam integral parsial adalah integran yang berbentu uv di manipulasi menjadi u dv dan dalam menentukan udv tidak boleh memunculkan persoalan yang lebih sulit dibandingkan dengan 
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2.5  Integral Fungsi Rasional.

            Fungsi rasional adalah suatu fungsi yang dinyatakan dalam bentuk F(x) = 
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Fungsi pangkat banyak adalah suatu fungsi yang dinyatakan dengan 
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Pada contoh di atas, (1) disebut fungsi rasional sejati, karena derajat pembilang lebih dari derajat penyebut, sedangkan (2) dan (3) disebut fungsi rasional tidak sejati, karena derajat pembilang lebih besar atau sama dengan derajat penyebut.

Untuk langkah selanjutnya jika suatu fungsi rasional termasuk jenis tidak sejati, maka fungsi tersebut dijadikan fungsi rasional sejati. Melalui proses pembagian panjang akan diperoleh fungsi rasional sejati. Sehingga:
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Dalam menentukan integral fungsi rasional, langkah yang ditempuh adalah:

1. Nyatakan integrannya dalam bentuk fungsi rasional sejati.

2. Faktorkan penyebut g(x) dari fungsi rasional F(x) = 
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 sampai tidak dapat difaktorkan lagi.

3. Dalam hal langkah nomor 2 di atas, g(x) dapat berupa kombinasi antara:

· fungsi linear berbeda, g(x) = (x-a)(x-b)….(x-t) dstnya.

· fungsi linear berulang, g(x)  = (x-a)
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4. Nyatakan integran menjadi bentuk penjumlahan n-pecahan parsial sehingga integran dapat ditentukan antiturunannya, 
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5. Integralkan secara keseluruhan jumlah n-pecahan parsial tersebut yang merupakan hasil akhir pengintegralan dengan terlebih dahulu menentukan konstanta A
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Diperoleh 

A+ B = 0, C-2A = 3, A-B+C = 5 atau A = ½, B = -1/2, C = 4, sehingga 
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Selain dalam bentuk penyebut integran dinyatakan dalam faktor linear berbeda dan berulang, dapat juga difaktorkan dalam kombinasi linear dan kuadrat. Artinya penyebut dapat difaktorkan dalam bentuk kombinasi linear dengan kuadra atau kuadrat dengan kuadrat.

Selanjutnya integran dengan bentuk seperti ini dijadikan jumlah pecahan n parsial 
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Karena integran fungsi rasional sejati maka 
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Diperoleh 

A+4B = 6, (B+4C) = -3, (A+C) = 1 atau A = 2, B = 1, dan C = -1 sehingga:
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Integran merupakan fungsi rasional sejati, sehingga 
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Diperoleh

A+C = 1, B+D = 1, 2A+C= 1, 2B+D = 2 atau A=0, B=1, C=1, D=0 sehingga:
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Jawab: Penyebut adalah kombinasi linear berbeda (x+3) dan (x-2) dengan kuadrat    (x
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Maka diperoleh

A + B + C = 1, -2A+3B+C+D = -8, A+B+D-6C = 0, -2A+3B-6D = -1 atau 

A = 2, B = -1, C = 0, D = -1
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Didapat A+B = 2, C = 1, 4A = -8 atau A = -2, B = 4, dan C = 1
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Didapat 

p + r = 1, q + s = 1, 2p + r = 1, dan 2q + s = 2 
atau p = 0, q = 1, r = 1, s = 0
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Diperoleh 

p = 1, q = 0, p+r = 1, dan q+s = -1 
atau p = 1, q = 0, r = 0, dan s = -1 

sehingga 


[image: image1365.wmf]ò

+

-

+

dx

x

x

x

2

2

3

)

1

(

1

 
= 
[image: image1366.wmf]ò

ò

+

-

+

dx

x

dx

x

x

2

2

2

)

1

(

1

1


                       
= ln 
[image: image1367.wmf]C

x

x

x

+

+

-

+

-

+

)

1

(

2

1

)

1

(

1

2

2

2

2

                

6.  
[image: image1368.wmf]ò

+

+

+

+

-

+

dx

x

x

x

x

x

x

)

3

2

)(

5

(

15

5

2

2

2

3


Jawab 


[image: image1369.wmf]ò

+

+

+

+

-

+

dx

x

x

x

x

x

x

)

3

2

)(

5

(

15

5

2

2

2

3

 = 
[image: image1370.wmf]dx

x

x

D

Cx

x

B

Ax

3

2

5

2

2

+

+

+

+

+

+

ò


                                     
= 
[image: image1371.wmf]ò

+

+

+

+

+

+

+

+

+

dx

x

x

x

x

D

Cx

x

x

B

Ax

)

3

2

)(

5

(

)

5

)(

(

)

3

2

)(

(

2

2

2

2


      Catatan : diteruskan sendiri

2.6 Integral Fungsi Rasional yang Memuat Sin x dan Cos x  

            Fungsi F(x) = 
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(

,

0

)

(

,

)

(

)

(

x

f

x

g

x

g

x

f

¹

 dan g(x) mememuat fungsi trigonometri dapat juga dikategorikan sebagai fungsi rasional, hanya saja tidak dapat disebut sejati atau tidak sejati. Hal ini dikarenakan 
f(x) = sin x dan f(x) = cos x tidak mempunyai derajat seperti halnya dengan fungsi polinomial. Pengintegralan jenis ini menggunakan metode substitusi.

Berikut ini diberikan beberapa contoh fungsi rasional yang pembilang dan penyebutnya memuat f(x) = sin x atau g(x) = cos x.  
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Sehingga dalam bentuk pengingtegralan fungsi rasional yang pembilang dan penyebutnya memuat fungsi trigonometri adalah: 
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Selesaian integral bentuk-bentuk di atas adalah menggunakan metode substitusi 

x = 2 arc tan z  sehingga  dx = 
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Selanjutnya sin x dan coc x di substitusi ke bentuk variabel z. 

Karena x = 2 arc tan z  maka:
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Menurut rumus identitas fungsi trigonometri
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Menurut rumus identitas fungsi trigonometri yang lain 
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Dengan rumus jumlah cosinus didapat:

cos 2x = cos
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Dengan rumus jumlah sinus didapat:

sin 2x = 2 sin x cos x
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Dengan demikian integral fungsi rasional yang memuat fungsi trigonometri dapat diselesaikan dengan menggunakan substitusi

x = 2 arc tan z,  sin x = 
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Untuk lebih jelasnya perhatikan beberapa contoh di bawah ini. 
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Selidiki kebenaran hasil pengintegralan berikut ini!
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INTEGRAL TAK WAJAR

3.1 Pengertian 

Sebelum membahas konsep tentang integral tak wajar, marilah kita ingat kembali teorema dasar kalkulus pada integral tertentu.

Teorema: 

Misal f(x) adalah fungsi yang kontinu dan terintegralkan pada I = [a,b], dan F(x) sebarang antiturunan pada I, maka 
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3.3 Integral tak wajar dengan batas tak hingga

Bentuk integral tak wajar dengan batas tak hingga jika sekurang-kurangnya batas-batas integrasinya memuat tak hingga. Selesaiannya berbeda dengan integral tak wajar yang integrannya tidak kontinu di salah satu batas intergrasinya.
a. Intergral tak wajar dengan batas atas x = 
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Selesaiannya cukup dengan mengganti batas atas dengan sebarang variable dimana variable tersebut mendekati tak hingga. Dengan demikian integral tak wajar dengan batas atas tak hingga mempunyai selesaian berbentuk. 
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b. Integral tak wajar dengan batas bawah di x = -
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Selesaiannya cukup dengan mengganti batas bawah dengan sebarang variable dimana variable tersebut mendekati (negative) tak hingga. Dengan demikian integral tak wajar dengan batas bawah tak hingga mempunyai selesaian:  
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c. Integral tak wajar batas atas x = 
[image: image1594.wmf]¥

 dan batas bawah di x = -
[image: image1595.wmf]¥


Khusus untuk bentuk integral ini diubah terlebih dahulu menjadi penjumlahan dua integral tak wajar dengan 
[image: image1596.wmf]ò

ò

ò

¥

¥

-

¥

-

¥

+

=

a

a

dx

x

f

dx

x

f

x

x

f

)

(

)

(

)

(

,  sehingga bentuk penjumlahan integral tak wajar ini    dapat diselesaikan dengan cara a dan b tersebut di atas, atau diperoleh bentuk:  

     
[image: image1597.wmf]ò

ò

ò

¥

¥

-

¥

-

¥

+

=

a

a

dx

x

f

dx

x

f

x

x

f

)

(

)

(

)

(

 

                  = 
[image: image1598.wmf]ò

ò

¥

®

-¥

®

+

t

a

a

t

t

t

dx

x

f

dx

x

f

)

(

lim

)

(

lim



 EMBED Equation.3  [image: image1599.wmf]
Perhatikan beberapa contoh dibawah ini: 

1.  
[image: image1600.wmf]ò

¥

¥

-

+

2

4

1

x

dx


           
= 
[image: image1601.wmf]ò

ò

¥

-

¥

+

+

+

0

0

2

2

4

1

4

1

x

dx

x

dx


                 
= 
[image: image1602.wmf][

]

0

4

lim

t

t

x

arctg

-¥

®

 + 
[image: image1603.wmf][

]

t

t

x

arctg

0

4

lim

¥

®

 

                 
= 
[image: image1604.wmf]2

p

                  

2.  
[image: image1605.wmf]ò

¥

¥

-

+

1

2

x

x

e

dx

e

 = 
[image: image1606.wmf]ò

¥

-

+

0

2

1

x

x

e

dx

e

 + 
[image: image1607.wmf]ò

¥

+

0

2

1

x

x

e

dx

e


                
= 
[image: image1608.wmf]-¥

®

t

lim



 EMBED Equation.3  [image: image1609.wmf]ò

+

0

2

1

t

x

x

e

dx

e

 + 
[image: image1610.wmf]`

lim

¥

®

t



 EMBED Equation.3  [image: image1611.wmf]ò

+

t

x

x

e

dx

e

0

2

1


                
= 
[image: image1612.wmf]-¥

®

t

lim

(arc tgn e
[image: image1613.wmf]x

)
[image: image1614.wmf]0

t

+ 
[image: image1615.wmf]¥

®

t

lim

(arc tgn e
[image: image1616.wmf]x

)
[image: image1617.wmf]t

0



 EMBED Equation.3  [image: image1618.wmf]
                 
= 
[image: image1619.wmf]+

-

4

2

p

p



 EMBED Equation.3  [image: image1620.wmf]0

4

-

p

     

                 
= 
[image: image1621.wmf]2

p


Soal-soal 

Tentukan hasil pengintegralan berikut ini:

1. 
[image: image1622.wmf]ò

-

3

0

2

9

x

dx

   

Jawab 

Karena integran diskontinu di x = 3, maka     


[image: image1623.wmf]ò

-

3

0

2

9

x

dx

= 
[image: image1624.wmf]ò

-

®

-

+

e

e

3

0

2

0

9

lim

x

dx

  

                 = 
[image: image1625.wmf]e

e

-

®

ú

û

ù

ê

ë

é

+

3

0

0

3

arcsin

lim

x


                 = 
[image: image1626.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

-

-

+

®

3

0

arcsin

3

3

arcsin

lim

0

e

e


                 = 
[image: image1627.wmf]0

2

-

p


                 =  
[image: image1628.wmf]2

p

 (90
[image: image1629.wmf])

o


2. 
[image: image1630.wmf]ò

2

0

sec

p

x

 dx 

3. 
[image: image1631.wmf]ò

-

2

0

sin

1

cos

p

x

xdx


4. 
[image: image1632.wmf]ò

1

0

ln

xdx

x


Jawab

      f(x) = x ln x diskontinu x = 0, sehingga

      
[image: image1633.wmf]ò

1

0

ln

xdx

x

  
= 
[image: image1634.wmf]ò

+

®

+

1

0

0

ln

lim

e

e

xdx

x


                     
=  
[image: image1635.wmf]+

®

0

lim

e



 EMBED Equation.3  [image: image1636.wmf]1

0

2

2

)

2

1

ln

(

2

1

e

+

ú

û

ù

ê

ë

é

-

x

x

x


                     
=   
[image: image1637.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

-

-

ú

û

ù

ê

ë

é

-

+

®

2

2

2

2

0

0

2

1

0

ln

0

(

2

1

1

2

1

1

ln

1

(

2

1

lim

e


                     
=  tidak terdefinisi karena memuat ln 0
5. 
[image: image1638.wmf]dx

e

x

ò

¥

-

0

 
= 
[image: image1639.wmf]ò

-

¥

®

t

x

t

e

0

lim

dx

                   
= 
[image: image1640.wmf][

]

t

x

t

e

0

lim

-

¥

®

-


                   
= 
[image: image1641.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

+

-

¥

®

0

1

1

lim

e

e

t

t


                   
= 0 + 1 

                   
= 1

6. 
[image: image1642.wmf]ò

¥

0

2

ln

x

x

dx


7. 
[image: image1643.wmf]ò

¥

¥

-

-

dx

xe

x

2


8. 
[image: image1644.wmf]ò

¥

-

0

dx

xe

x


9. 
[image: image1645.wmf]dx

e

x

x

-

¥

ò

0

3


10. 
[image: image1646.wmf]ò

¥

-

-

6

2

)

4

(

x

dx


11. 
[image: image1647.wmf]ò

-

9

1

3

2

dx

x


= 
[image: image1648.wmf]ò

ò

-

+

-

3

1

9

3

3

2

3

2

dx

x

dx

x


                      
= 
[image: image1649.wmf]ò

ò

+

-

®

®

-

+

-

+

+

9

3

3

1

0

0

3

2

lim

3

2

lim

e

e

e

e

e

dx

x

dx

x

, ATAU

                      
=  
[image: image1650.wmf]dx

x

dx

x

z

z

a

a

ò

ò

-

+

-

+

-

®

®

9

3

1

3

3

2

lim

3

2

lim


                      
= 
[image: image1651.wmf][

]

[

]

9

3

1

3

3

ln

2

lim

3

ln

2

lim

z

z

a

a

x

x

-

-

+

-

-

+

-

®

®


                      
= -2
[image: image1652.wmf][

]

[

]

0

ln

)

6

ln(

2

2

ln

0

ln

-

-

-

-


                      
= tidak terdefinisi (tidak terintegralkan)

BAB IV
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BAB V

TRANSFORMASI LAPLACE

5.1 Transformasi Laplace 

Definisi 

Misalkan F(t)  suatu fungsi t dan t > 0, maka transformasi Laplace dari F(t)  dinotasikan dengan L{F(t)} yang didefinisikan oleh:

L {F(t)} = 
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Karena L{F(t)} adalah integral tidak wajar dengan batas atas di tak hingga (
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Transformasi Laplace dari F(t) dikatakan ada, jika integralnya konvergen untuk beberapa nilai s, bila tidak demikian maka transformasi Laplace tidak ada. 

Selanjutnya bila suatu fungsi dari t dinyatakan dengan huruf besar, misalnya W(t), G(t), Y(t)  dan seterusnya, maka transformasi Laplace dinyatakan dengan huruf kecil yang bersangkutan sehingga L{W(t)} = w(s), L{G(t)} = g(s), L{Y(t)} = y(s) dan seterusnya.  

Teorema

Jika F(t) adalah fungsi yang kontinu secara sebagian-sebagian dalam setiap interval 0
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 untuk t > N, maka transformasi Laplace f(s) ada untuk setiap s > 
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Berdasarkan definisi di atas, dapat ditentukan transformasi Laplace beberapa fungsi sederhana.
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Untuk memahamkan bagi pembaca, berikut ini diberikan beberapa contoh transformasi Laplace suatu fungsi.  

Tentukan transformasi Laplace fungsi berikut:
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2. F(t) = e
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3. F(t) = sin at
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4. F(t) =  cos at
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5.2 Syarat Cukup Transformasi Laplace Ada

Jika F(t) adalah kontinu secara sebagian-sebagian dalam setiap selang berhingga 0
[image: image2165.wmf]N

t
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dan eksponensial berorde
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 untuk t > N, maka transformasi Laplacenya f(s) ada untuk semua s > 
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.

Perlu ditekankan bahwa persyaratan-persyaratan yang dinyatakan adalah CUKUP untuk menjamin bahwa transformasi Laplace-nya ada. Akan tetapi transformasi Laplace dapat ada atau tidak walaupun persyaratan ini tidak dipenuhi.

5.3 Metode Transformasi Laplace

Untuk memudahkan bagi pengguna matematika, terdapat beberapa cara yang digunakan untuk menentukan transformasi Laplace. Cara tersebut adalah:

a. Metode langsung, berkaitan dengan definisi.

Metode ini berkaitan langsung dengan definis 

L{F(t)} = 
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L{t} 
= 
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b. Metode Deret 

Misal F(t) mempunyai uraian deret pangkat yang diberikan oleh 

F(t) = a
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Maka transformasi Laplacenya dapat diperoleh dengan menjumlahkan transformasi setiap sukunya dalam deret, sehingga:

L{F(t)} = L{a
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 Syarat ini berlaku jika deretnya konvergen untuk s > 
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c. Metode Persamaan differensial 

Metode ini menyangkut menemukan persaman differensial yang dipenuhi oleh F(t) dan kemudian menggunakan teorema-teorema di atas.
d. Menurunkan terhadap parameter

e. Aneka ragam metode, misalnya dengan menggunakan teorema-teorema yang ada.

f. Menggunakan tabel-tabel, melalui penelusuran rumus yang sudah ditetapkan. 
5.4 Sifat-sifat Transformasi Laplace 

Transformasi Laplace suatu fungsi mempunyai beberapa sifat, diantaranya adalah

a) Sifat linear 
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1. L{5t-3} 
= L{5t} – L{3}

                         
= 5 L{t} – 3 L{1}

                        
= 5 
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2. L{6 sin 2t – 5 cos 2t} = L{6 sin 2t} – L{5 cos 2t}

                                          = 6 L{sin 2t} – 5 L{cos 2t}

                                          = 6 
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3. L{4e
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Dengan menggunakan sifat linear, tentukan transformasi Laplace fungsí berikut.

1. F(t) = 2t
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3. F(t) = (sin t – cos t)
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5. F(t) = (2t + 2)
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6. F(t) = (sin t – 3)
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Soal

Tentukan transformasi Laplace fungsi 

1) F(t) = e
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4) F(t) = (t+2)
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c. Sifat translasi atau pergeseran kedua

Jika L{F(t)} = f(s) dan G(t) = 
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Carilah L{F(t)} jika F(t) = 
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Menurut definisi transformasi Laplace 

L{F(t)} = 
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d. Sifat pengubahan skala

Jika L{F(t)} = f(s), maka L{F(at)} = 
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Contoh:

1. Jika L{F(t)} = 
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Soal:

1. Carilah L{F(t)}, jika F(t) = 
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2. Jika L{F(t)} = 
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e. Transformasi Laplace dari turunan-turunan

Jika L{F(t)} = f(s) maka L{F’(t)} = sf(s) – F(0)

Karena Karena L{F(t)} = 
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Dengan cara yang sama diperoleh 

L{F’’’(t)} 
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Akhirnya dengan menggunakan induksi matematika dapat ditunjukkan bahwa, jika 

L{F(t)} = f(s) 

maka 
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Contoh soal

Dengan menggunakan sifat transformasi Laplace dari turunan-turuan, tunjukkan bahwa

L{sin at} = 
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Misal F(t) = sin at diperoleh F’(t) = a cos at, F’’(t) = -a
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Dengan menggunakan sifat transformasi Laplace dari turunan-turunan diperoleh 

L{sin at}
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[image: image2321.wmf]2

1

a

-

( s
[image: image2322.wmf])

0

(

'

)

0

(

)

(

2

F

sF

s

f

-

-

)

               
= 
[image: image2323.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

+

-

a

s

a

s

a

s

a

)

0

(

1

2

2

2

2


               
= 
[image: image2324.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

+

-

a

a

s

as

a

2

2

2

2

1


               
= 
[image: image2325.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

-

-

-

2

2

3

2

2

2

1

a

s

a

as

as

a


               
= 
[image: image2326.wmf]2

2

a

s

a

+


f. Tansformasi Laplace dari integral-integral

Jika L{F(t)} = f(s) maka L
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Bukti:

Misal G(t) = 
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Dengan mentransformasikan Laplace pada kedua pihak, diperoleh:

L{G’(t)} = L{F(t)}
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1. Carilah L
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Misal F(t) = 
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Misal F(t) = 
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