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BAB II 

PERSAMAAN TINGKAT SATU DERAJAT SATU  

 
 
Standar Kompetensi 

Setelah mempelajari pokok bahasan ini diharapkan mahasiswa dapat 

memahami cara-cara menentukan selesaian umum persamaan diferensial tingkat 

satu derajat satu dan dapat mengaplikasikannya dalam menentukan selesaian 

khusus masalah nilai awal dengan syarat awal. 

  

Kompetensi Dasar  

1. Mahasiswa dapat menentukan selesaian umum persamaan diferensial variable 

terpisah dan selesaian khusus masalah nilai awal. 

2. Mahasiswa dapat menentukan selesaian umum persamaan diferensial yang 

dapat direduksi ke persamaan variable terpisah dan selesaian khusus masalah 

nilai awal. 

3. Mahasiswa dapat menentukan selesaian umum persamaan diferensial 

homogen dan selesaian khusus masalah nilai awal.  

4. Mahasiswa dapat menentukan selesaian umum persamaan diferensial tidak 

homogen  dan selesaian khusus masalah nilai awal. 

5. Mahasiswa dapat menentukan selesaian umum persamaan diferensial eksak  

dan selesaian khusus masalah nilai awal. 

6. Mahasiswa dapat menentukan selesaian umum persamaan diferensial tidak 

eksak  dan selesaian khusus masalah nilai awal. 

7. Mahasiswa dapat menentukan selesaian umum persamaan diferensial 

berbentuk 0)()(  dyxyxgdxxyyf  dan selesaian khusus masalah nilai awal. 

8. Mahasiswa dapat menentukan trayektori orthogonal dan trayektori isogonal 

suatu persamaan keluarga kurva.  

 

Persamaan tingkat tingkat satu derajat satu yang dijelaskan pada bab II 

buku ini membahas: (1) persamasaan diferensial variable terpisah, (2) persamaan 



Persamaan Diferensial:Dwi Purnomo  35

diferensial yang dapat direduksi ke persamaan diferensial variabel terpisah. (3) 

persamaan diferensial homogen, (4) persamaan diferensial tidak homogen, (5) 

persamaan diferensial ekskak, (6) persamaan diferensial tidak eksak, (7) 

persamaan diferensial bentuk umum 0)()(  dyxyxgdxxyyf , dan (8) 

trayektori. 

Sebagaimana telah dijelaskan pada bab I, persamaan diferensial  tingkat 

satu derajat satu adalah persamaan diferensial yang didalamnya memuat turunan 

tertinggi yaitu turunan tingkat satu yang dilambangkan dengan 







dx
dy .  Secara 

umum persamaan diferensial  tingkat satu derajat satu ditulis dalam bentuk:  

 

0),(),(  dyyxNdxyxM  

 

Bentuk di atas dapat disederhanakan menjadi: 

dyyxNdxyxM ),(),(   

),(
),(

yxN
yxM

dx
dy

    

),( yxF
dx
dy

  ......................  bentuk eksplisit 

0),,( 
dx
dyyxF   ..................  bentuk implisit 

 Bentuk umum yang disebutkan di atas mengakibatkan jenis persamaan 

diferensial  tingkat satu derajat satu terdiri atas beberapa jenis. Untuk lebih 

memudahkan dalam menentukan primitif atau selesaian umum persamaan 

diferensial tingkat satu derajat satu, dilakukan pengelompokan menjadi beberapa 

jenis.  

1) Persamaan diferensial  variabel terpisah.   

2) Persamaan yang dapat direduksi ke persamaan diferensial variabel terpisah.  

3) Persamaan diferensial  homogen.  

4) Persamanaan diferensial  tidak homogen.  
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5) Persamaan diferensial  eksak.  

6) Persamaan diferensial  tidak eksak.   

7) Persamaan diferensial  yang berbentuk 0)()(  dyxyxgdxxyyf  

  

 Persamaan-persamaan diferensial tersebut di atas masing-masing 

mempunyai karakteristik dan ciri-ciri yang berbeda-beda. Prinsip utama dalam 

menentukan selesaian umum persamaan diferensial  tingkat satu derajat satu 

adalah mengelompokkan  masing-masing koefisien diferensial dengan diferensial 

yang sejenis atau sedapat mungkin menjadikan sejenis masing-masing koefisien 

diferensialnya. Khusus untuk persamaan diferensial yang tidak dapat dipisahkan 

variabelnya, maka cara lain (tabel, teorema) akan sangat membantu. 

 Berikut ini disajikan cara menentukan selesaian persamaan diferensial  

tingkat satu derajat satu.  

2.1 Persamaan Diferensial  Variabel Terpisah  

 Persamaan diferensial  tingkat satu derajat satu yang mempunyai bentuk 

umum  0),(),(  dyyxNdxyxM  dapat dikategorikan sebagai persamaan 

diferensial  variable terpisah (separable), jika )(),( xfyxM  dan 

)(),( ygyxN  . Atau dengan kata lain ),( yxM adalah fungsi x  saja dan 

),( yxN adalah fungsi y saja. Sehingga bentuk umumnya 

0),(),(  dyyxNdxyxM  ditulis dalam bentuk 0)()(  dyygdxxf  

Perhatikan contoh berikut ini.  

1. 02)3( 2  dyydxxx  

        023 2 
dx
dyyxx  

     )3()3(2 22 xxxx
dx
dyy   

     






 


y
xx

dx
dy

2
3 2

 

2. xdydxy 2  
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        02 
dx
dyxy  

        2y
dx
dyx   

        
x
y

dx
dy 2

  

 

3. 221' xyy   

     
y

dydxx  221  

4. 0sin  dyydxx   

5. 22 12 xy
dx
dy

     

       012 2
2 

y
dydxx

 
Karena tanda diferensial  persamaan di atas  dx  dan dy  berpasangan dengan 

variable yang sejenis yaitu x  berpasangan dengan dx  dan y  berpasangan dengan 

dy , sehingga untuk menentukan selesaian umum persamaan tersebut  cukup 

dengan mengintegralkan masing masing bagian. 

Perhatikan beberapa contoh berikut ini. 

1. Tentukan selesaian umum persamaan diferensial 02  dydxx          

Jawab 

Dengan mengintegralkan masing-masing bagian, diperoleh: 

   cdyxdx 2  

ccycx  21
2 2

2
1

 

21
2 2

2
1 cccyx   

cyx  42  
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4

2xcy 
   

Persamaan 4

2xcy 
  disebut primitif atau persamaan keluarga kurva atau 

selesaian umum persamaan diferensial 02  dydxx . 

  

2.  Tentukan selesaian persamaan diferenesial  

03 
x

dy
y

dx
 

Jawab  

Persamaan di atas dapat diubah menjadi 03  ydyxdx  

Dengan mengintegralkan masing-masing bagian diperoleh: 

   03 dyydxx  

cyx  22

2
3

2
1  

cyx  22 3  

cyx  22

2
3

2
1  

cyx  22 3   

3

2 cxy 


 

Sehingga selesaian umum persamaan diferensial di atas adalah   

3

2 cxy 
  

  

3.  Tentukan selesaian umum persamaan diferensial 02  ydyxdx  

Jawab 

Masing-masing bagian dari persamaan diintegralkan, diperoleh: 
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   cdyydxx 2  

cyx  22

2
1  

cyx  22 2  

2

2xcy 


 

Sehingga selesaian umum persamaan diferensial di atas adalah   

2

2xcy 
  

  

4.  Tentukan selesaian umum persamaan: 

0)1(sin  dyydxx  dengan y( ) = 1 

Jawab  

Dengan mengintegralkan masing-masing bagian diperoleh: 

   cdyydxx )1(sin  

cyyx  22cos2      

Karena y( ) = 1 maka diperoleh c





 2)1()1(2

2
cos2   

Diperoleh c = 3, sehingga selesaian khusus persamaan diferensial 

0)1(sin  dyydxx  adalah 32cos2 2  yyx  

  

5. Tentukan selesaian umum persamaan 

0)4()21(  dyxdxy  

Jawab  

Persamaan 0)4()21(  dyxdxy dapat diubah menjadi  

0
214





 y

dy
x

dx  

Selanjutnya dengan mengintegralkan masing-masing bagian diperoleh 
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c
y

dy
x

dx





  214
 

cyx  21ln
2
14ln  

  cyx  21ln4ln  

  cyx  21ln4ln      

cyx  21)4(ln  

cyx  21)4(  

 24
21

x
cy


  

 
1

4
2 2 


x

cy  

 
 2

2

42
4

x
xcy




  

Sehingga selesaian umum persamaan diferensial di atas adalah   

 
 2

2

42
4

x
xcy




  

 

 

Latihan soal  

Tentukan selesaian persamaan diferensial di bawah ini. 

1. 02  xdydxy  

2. 0)1(cos   dyedxy x  

3. 0cot)1( 2  dyyxdx   

4. x
dx
dy sec1

3
1

  

5. 2')1( 2  yx   

6. 0)4()21(  dyxdxy  
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7. 1)1(0  ydenganydxxdy   

8. 1)0(02)1( 2  ydengandyydxx  

9. 3)0()1(' 3  ydenganyxy   

10. yx
dx
dy 2cos2  dengan 

4
)0( 
y   

11. 0)1(2' 23   ydenganexy y   

12. 3)0()1(' 3  ydenganyxy  

13. 1)1(2' 3  ydenganxy  

14. 0)1(23  ydenganyx
dx
dy  

15. 0)0(2' 2  ydengan
y

y  

 

Catatan  

 Yang perlu diingat bahwa persamaan diferensial dengan variable terpisah 

memiliki ciri spesifik yaitu koefisien diferensial  berupa variable sejenis 

berkumpul  dengan diferensialnya, dengan kata lain dapat dinyatakan dalam 

bentuk sederhana 0)()(  dyygdxxf  

 

2.2 Persamaan yang Direduksi ke Persamaan Variabel Terpisah 

 Persamaan diferensial  tingkat satu derajat satu dapat dikategorikan 

sebagai persamaan diferensial  yang dapat direduksi menjadi persamaan 

diferensial  variable terpisah jika bentuk umum 0),(),(  dyyxNdxyxM  dapat 

dinyatakan dalam bentuk: 

 0)()()()( 2211  dyygxfdxygxf  

0
)(
)(

)(
)(

1

2

2

1  dy
yg
ygdx

xf
xf

 
0)()(  dyyGdxxF  
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 Selanjutnya bentuk  
)()(

1

12 ygxf
disebut faktor integrasi. Selesaian umum  

persamaan diferensial  yang dapat direduksi menjadi persamaan variable terpisah 

dapat ditentukan dengan cara mengintegralkan masing-masing bagian setelah 

variable yang sejenis dikelompokkan dengan diferensialnya. 

 

Perhatikan beberapa contoh berikut ini. 

1. Tentukan selesaian persamaan diferensial 0)3(2  xydydxy  

Jawab  

Persamaan di atas direduksi menjadi  

0
)3(

2





y
ydy

x
dx  

c
y
ydy

x
dx




  )3(
2  

 









 cdy
yx

dx
3

312   

  


 cdy
y

dy
x

dx
3

312     

cyyx  3ln3ln2  

ycyx  32 )3(lnln  

ycyx  32 )3(ln  

yceyx  32 )3(  
yceyx  32 )3(  

Sehingga selesaian umum persamaan diferensial di atas adalah 
yceyx  32 )3(  

  

2.  Tentukan selesaian umum persamaan diferensial  

)3(
4



yx

y
dx
dy   
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Jawab  

Persamaan di atas dapat direduksi menjadi: 

dxydyyx 4)3(   

043





x
dxdy

y
y  

0431 









x
dxdy

y
 

Dengan mengintegralkan masing-masing bagian persamaan diperoleh 

   







 cdx

x
dy

y
dy

y
4331  

    cdx
x

dy
y

dy 431     

cxyy  ln4ln3  

xycy ln4ln3       

43 lnln xycy   

34ln yxcy   

cyeyx  34  
yceyx  34
 

Sehingga selesaian umum persamaan diferensial di atas adalah 
yceyx 34  

  

3. Tentukan selesaian persamaan diferensial  

0)1()1)(1(  ydengandxxyxydy  

Jawab  

Persamaan di atas setelah direduksi, diperoleh: 

0
1

1

















 

 dy
y

ydx
x

x  

0
1

1111

















  dx

y
dx

x
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Dengan mengintegralkan masing-masing bagian, diperoleh 

0
1

1111

















    dy

y
dx

x
 

0
1

1



     dy

y
dydx

x
dx  

cyyxx  1lnln  

yxcyx  )1(ln   

yxceyx  )1(  

Karena 0)1( y  maka 01)10(1  ce . Diperleh 1c sehingga diperoleh 

selesaian khusus persamaan 1)1(  yxeyx   

 

Sebagai latihan bagi pembaca, tentukan selesaian persamaan diferensial dan 

selesaian khusus masalah nilai awal berikut ini: 

1. 0cot)1( 2  dyyxdx  

2. 0sin)1(cos   dyyedxy x  

3. 0)1( 2  dyxxydx  

4.  0)1()4( 22  dyxydxyx   

5.  3

1
xydx

dyx   

7.   xeyy x sin' cos1    

8. 
y
y

dx
dyx

3
1 2

   

9. 2

2

1
sec'

x
yy


   

10. )sin2(' xyy   

11. 0)1(8 32   ydenganex
dx
dy y   

12. 1)0(
12

243 2





 ydengan
y

xx
dx
dy
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13.   3)0(,tan1 2  ydenganxy
dx
dy  

14. 
4

)0(cos2 2  ydenganyx
dx
dy  

15. 3)(sin  ydenganxy
dx
dy  

 

 

2.3 Persamaan Diferensial  Homogen  

 Persamaan diferensial  tingkat satu derajat satu yang berbentuk  

0),(),(  dyyxNdxyxM  disebut persamaan diferensial  homogen jika 

),( yxM dan ),( yxN  fungsi homogen berderajat sama. 

Definisi: 

1. ),( yxF disebut fungsi homogen jika 









y
xGyxF ),( atau 








x
yHyxF ),(  

2. Fungsi ),( yxF  disebut fungsi homogen berderajat-n jika memenuhi syarat  

),(),( yxFttytxF n  

 

 

Contoh: 

1. 
xy

xyxF


),(  adalah fungsi homogen, karena  

      













x
yH

x
y

x
x

x
y

x
x

yxF
1

1),(  

 

2. yxyxF ),(  adalah fungsi homogen, karena  

       
x
yyxF  1),(   atau  

       1),( 
y
xyxF  
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3. xyyxF  1),( , bukan fungsi komogen karena tidak dapat dinyatakan dalam 

bentuk 















x
yHatau

y
xG   

4. 22 23),( yxyxyxF   fungsi homogen karena dapat dinyatakan dalam  

















x
yHatau

y
xG  

5. xyyxF sin),(  , bukan fungsi homogen. 

6. 21),( xyyxF   bukan fungsi homogen. 

7. yxyxF ),( , fungsi homogen berderajat 1, karena: 

      )()(),( tytxtytxF    

      )(),( yxttytxF   

     ),(),( yxtFtytxF             

8. 22 23),( yxyxyxF   fungsi homogeny berderajat 0 

9.  
yx

xyxF



2),( , fungsi homogen berderajat 0, karena 

      
)()(

)(2),(
tytx

txyxF


  

      
)(

)2(),(
yxt

xtyxF


  

      
)(

)2(),( 0

yx
xtyxF


  

       ),(),( 0 yxFtyxF   

                  

10. Dengan cara yang sama, 223 32),( xyyxxyxF   adalah fungsi homogen 

berderajat 3 dan  22),( yxxyxG   adalah fungsi homogen berderajat 2.  

11. )sin(),( yxyxF  bukan fungsi homogen, karena ),(),( yxFttytxF n  
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 Jika 0),(),(  dyyxNdxyxM  adalah persamaan diferensial  homogen, 

maka selesaian umumnya dapat ditentukan dengan cara menyatakan 

),( yxM dalam bentuk 















y
xMatau

x
yM  demikian pula ),( yxN dapat  

dinyatakan dalam bentuk 















y
xNatau

x
yN .  Dengan kata lain ),( yxM dan 

),( yxN dibagi dengan koefisien diferensial  dx  dan dy  yang berpangkat 

tertinggi.  

 Setelah dilakukan pembagian pada ),( yxM dan ),( yxN ,  selanjutnya 

gunakan transformasi  
y
xu    atau uyx  . Atau dapat menggunakan  

transformasi 
x
yv   atau .vxy   Jika yang digunakan transformasi xyu   maka 

diperoleh udyydudx  . Sebaliknya jika yang digunakan transformasi 

.vdxxdvdymakayxv 
. 

 Akhirnya dx  atau dx  tetapi bukan keduanya 

disubstitusikan dalam persamaan diferensial  semula 

0),(),(  dyyxNdxyxM sehingga diperoleh persamaan baru   

0
















dy

y
xNdx

y
xM atau 0













 dy

x
yNdx

x
yM  

Dengan memilih transformasi vdxxdvdy   maka 

0),(),(  dyyxNdxyxM  

  0












 vdxxdv

x
yNdx

x
yM  

 vdxxdvvNdxvM  )()(  

  0)()()(  dvvxNdxvvNvM  

  0
)()(

)(





vvNvM
dvvN

x
dx  

 

Jika yang dipilih transformasi udyydudx   maka  
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0),(),(  dyyxNdxyxM  

0)( 
















 dy

y
xNudyydu

y
xM  

0)())((  dyuNudyyduuM  

  0)()()(  dyuNuuMduuyM  

  0
)()(

)(





uNuuM
duuM

y
dy  

 

 Bentuk terakhir persamaan yang diperoleh adalah persamaan diferensial  

yang dapat direduksi ke persamaan variabel terpisah. Setelah variabel yang sejenis 

berkumpul dengan diferensialnya dan dengan mengintgralkan masing-masing 

bagian akan didapat selesaian umum persamaan diferensial homogen yang 

diberikan. 

Contoh 

1. Tentukan selesaian umum persamaan diferensial 

0)( 22  xydydxxy    

Jawab 

Persamaan di atas adalah persamaan diferensial  homogen, karena 

),(),( yxNdanyxM adalah persamaan homogen yang berderajat dua. 

Selanjutnya persamaan dibagi 2x  diperoleh persamaan 

cdy
x
ydx

x
y
















 12

2

 

Gunakan transformasi uxyatau
x
yu  , dan xduudxdy  ,lalu 

subtitusikan ke persamaan   semula 

0)1( 2  vdydxu  

 0)()1( 2  xduudxudxu  

  0)(122  xduudxuu  

 0)()12( 2  xduudxu  
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0
12 2 




u
udu

x
dx  

Gunakan integral untuk masing-masing bagian, sehingga:     

c
u
udu

x
dx




   12 2  

c
u
udu

x
dx




   12
4

4
1

2  

cux  12ln
4
1ln 2  

cux  12lnln4 2  

cux  12lnln 24  

cux  12(ln 24  

c
x

xyx 














 
 2

24
4 2   

cxyx  4222  

Sehingga selesaian umum persamaan diferensial 0)( 22  xydydxxy  

adalah  cxyx  4222  

  

2. Tentukan selesaian persamaan diferensial  

0)( 22  dyxdxyxy  dengan 1)2( y  

Jawab  

Persamaan di atas di bagi dengan 2x  

02

2









 dydx

x
y

x
y  

Transformasi xdssdxdysehinggasxyatau
x
ys   

Dengan mensubstitusikan ke persamaan asal diperoleh  

0)()( 2  xdssdxdxss  
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02  xdsdxs  

2s
ds

x
dx

  = 0 

   c
s
ds

x
dx

2  

c
s

x 
1ln , karena 

x
ys   maka  

c
y
xx  ln  

Karena 1)2( y maka 2ln2 c , sehingga selesaian khusus persamaan di 

atas adalah 2ln2ln 
y
xx  

  

3.  Tentukan selesaian umum persamaan diferensial homogen berikut 

03)( 233  dyxydxyx   

Jawab  

Persamaan dibagi dengan 3x  

Diperoleh 031 2

2

3

3


















 dy

x
ydx

x
y  

Misal Axy
x
yA  dan didapat xdAAdxdy   

Selanjutnya substitusikan dy dalam persamaan semula didapat persamaan 

baru 0)(3)1( 23  xdAAdxAdxA  

0)3()21( 23  dAAxdxA                

0
)21(

3
3

2





x

dxdA
A

A  

0
)21(

3
3

2




  x
dx

A
dAA                  

0
)21(

6
3

2

2
1 




  x
dx

A
dAA                   
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cxA  ln21ln
2
1 3  

cxA  ln221ln 3  

cx
x
y

 ln221ln 3

3

      

cx
x

yx








 
 2

3

33

.2ln              

c
x

yx





33 2   

Berdasarkan uraian di atas, selesaian umum persamaan  

03)( 233  dyxydxyx  adalah c
x

yx


 33 2
 

 

  

4. Tentukan selesaian umum persamaan  

1)1(03)23(  ydengany
dx
dyyx  

Persamaan di atas adalah persamaan diferensial  homogen, karena M(x,y)  

dan N(x,y) adalah fungsi homogen berderajat sama yaitu satu. 

03)23(  y
dx
dyyx  

0)23(3  dyyxydx  

0323 







 dxdy

y
x  

Dengan transformasi yduudydxdanuyx   

0)(3)23(  yduudydyu  

03)323(  ydudyuu  

032
 du

y
dy  
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   cdu
y
dy 32  

cuy  3ln2  

ucy 3ln 2     
ucey  2  

x
y

e

cy 3
2   

Karena 1)1( y  maka 
1
1.3

21
e

c
  didapat 3c  sehingga selesaiannya 

dinamakan selesaian khusus (integral khusus) yaitu 3
3

2 x
y

ey   

 

Latihan soal   

1. Selidiki apakah fungsi berikut homogen, jika homomogen tentukan 

derajatnya. 

a. yxyxf 2),(    

b. y
x

eyxf ),(  

c. 
xy

yxyxf
3

),(
22 

  

d. )(cos)sin(),( 2 xyyxyxf   

e. 22 3),( xyxyyxf   

f. 
22

),(
yx

xyxf


  

g. xyxyxf cos),(   

h. 
22

2),(
yx

xyyxf


  

i. 
yx

yxf



2),(  
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j. 
y

x
yy

y
xx

yxf

















cossin

),(  

k. 
y

y
y

xyxf
3

953),( 



  

2. Tentukan selesaian persamaan diferensial  homogen berikut ini. 

a.  
xy

yx
dx
dy

3

22 
  

b. y
dx
dyyx 3)3(   

c. )4()2(2 yxy
dx
dyxyx   

d. 022  dyyxydxxdy  

e. 
x
y

x
y

dx
dy tan  

f. 0)4()52(  dyyxdxyx , dengan 1)2( y  

g. 0)(  xdydxyx , dengan 0)0( y  

h. 
)3(

' 22 yx
xyy


  dengan 1)2( y  

i. 
yx
yx

y




22

'  dengan 3)1( y  

j. 0)0(,22 


 ydengan
tx

xt
dt
dx  

3. 0)( 222  dyyxdxy dengan 1)2( y  

4. Tunjukkan bahwa persamaan diferensial 0),(),(  dyyxNdxyxM adalah 

persamaan diferensial homogen berderajat satu jika dan hanya jika 

),(),( yxNdanyxM fungsi homogen berderajat-1. 

5. Tentukan semua selesaian dari persamaan  
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     0,4 22  xuntukyxy
dx
dyx  

6. Tentukan semua selesaian dari persamaan  

     0
16 22




 xuntuk
x

yyx
dx
dy  

 

 

2.3 Persamaan ),( yxM dan ),( yxN Linear, tetapi Tidak Homogen 

 Persamaan diferensial  tingkat satu derajat satu, disebut persamaan 

diferensial  linear tidak homogen jika ),( yxM  dan ),( yxN dalam   

0),(),(  dyyxNdxyxM  adalah fungsi linear.  Sehingga bentuk umum semula 

dapat diubah menjadi 0)()(  dyrqypxdxcbyax   

Contoh: 

1. 0)422()2(  dyyxdxyx  

2. 0)322()1(  dyyxdxyx  

3. 0)337()773(  dyxydxxy  

4. 0)123()123(  dyyxdxyx  

 

 Berdasarkan contoh di atas, maka persamaan diferensial  tidak homogen 

dengan ),( yxM  dan ),( yxN  fungsi linear dapat dikelompokkan menjadi 3 jenis 

yaitu: 

a) Bentuk 
r
c

q
b

p
a

,  (parameter), sehingga diperoleh  

       rcqbpa   ,,  

       Contoh  

       0)422()2(  dyyxdxyx  

b)  Bentuk 
r
ctetapi

q
b

p
a

 ,  

      Sehingga qbpa   ,  
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      Contoh  

     0)322()1(  dyyxdxyx  

     0)423()123(  dyyxdxyx  

c) Bentuk selain a) dan b) di atas.  

     0)337()773(  dyxydxxy  

     0)23()723(  dyyydxyx  

  

Karena bentuknya berbeda-beda, maka selesaian umum persamaan diferensial  

linear tidak homogen harus menyesuaikan dengan bentuknya.  

a. Bentuk 
r
c

q
b

p
a  

    Karena 
r
c

q
b

p
a  maka diperoleh  

rcqbpa   ,,  Sehingga persamaan semula  

0)()(  dyrqypxdxcbyax  

0)()(  dyrqypxdxrqypx   

0)()(  dyrqypxdxrqypx  

0 dydx  

      cdydx  

   cyx    (persamaan linear) 

 

Contoh  

1. Tentukan selesaian persamaan diferensial  

0)822()4(  dyyxdxyx  

Jawab  

Karena 
2
1


r
c

q
b

p
a  maka diperoleh  

crbqap 2,2,2   Sehingga persamaan semula  

0)822()4(  dyyxdxyx  
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0)4(2)4(  dyyxdxyx  

0
2
1

 dydx  

   cdydx
2
1  

cyx 
2
1

 

cyx  2 adalah primitif yang diminta 

  

2.  Tentukan selesaian persamaan  

0)3()633(  dyyxdxyx  

Jawab  

Karena 3
r
c

q
b

p
a  maka diperoleh  

rcqbaa 3,3,3   Sehingga persamaan semula  

0)3()633(  dyyxdxyx  

0)3()2(3  dyyxdxyx  

03  dydx  

   cdydx3  

cyx  3  

Primitif persamaan di atas adalah cyx 3  

 

b. Bentuk 
r
ctetapi

q
b

p
a

 , . 

Persamaan bentuk 
q
b

p
a

 dapat diselesaikan dengan cara menggunakan 

transformasi vqypxatauubyax  . Berdasarkan transformasi tersebut, 

dengan mendiferensialkan masing-masing variabel,  sehingga diperoleh: 

)()()( udbydaxd   

dubdyadx    
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bdyduadx     

a
bdydudx 

   atau  

dubdyadx    

adxdubdy     

b
adxdudy 

  

Dengan cara yang sama jika yang digunakan transformasi vqypx  , diperoleh 

bentuk  

q
pdxdvdy 

  atau 
p
pdxdvdx 

  

Pilih dx atau dy akan tetapi tidak keduanya, dan substitusikan ke persamaan  

diferensial  semula.  

0)()(  dyrqypxdxcbyax   

01)( 





  dyrudxcu


 

01)( 





 






 

 dyru
a

bdyducu


  

Atau 

01)( 





 






 

b
adxdurudxcu

  

Persamaan di atas adalah persamaan yang dapat direduksi ke persamaan 

diferensial  dengan variable terpisah (separable). 

Contoh: 

1. Tentukan selesaian persamaan diferensial 

0)322()1(  dyyxdxyx dengan 0)0( y  

Jawab 

Dari persamaan 0)322()1(  dyyxdxyx , diperoleh  

2,2,2,1,1,1  rdanqpcba , sehingga diperoleh  = 
2
1 .  
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Selanjutnya gunakan transformasi  

vyxatauuyx  22  

Jika transformasi yang digunakan uyx  maka diperoleh  

0)32()1(  dyudxu  . 

Selanjutnya bentuk transformasi uyx   didiferensialkan  

dudydx  dan diperoleh dydudx  atau dxdudy  . 

Cara I  

0)32()1(  dyudxu . 

0)32())(1(  dyudyduu   

0)132()1(  dyuuduu  

0)2()1(  dyuduu direduksi menjadi PD Separable, diperoleh: 

0
2
1












 du
u
udy  

  



 cdu
u
udy

2
1

 

   


 cdu
u

dudy
2

11  

cuuy  2ln  

cyxyxy  2ln)(  

2ln2  yxcyx  

cuuycyx  2ln2  

2)2(   yxe cyx  

Karena y(0) = 0, maka selesaian khusus persamaan 

0)322()1(  dyyxdxyx  adalah 2)2ln2(  yxe yx
 

 

Cara II   

0))(32()1(  dxduudxu   

0)32()321(  duudxuu   
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0)32()2(  duudxu   

0)32()2(  duudxu   

0
2
32












 du
u
udx  

  



 cdu
u
udx

2
32  

   


 cdu
u

dudx
2

11  

cuux  2ln  

cyxyxx  2ln)(  

ycyx  2ln  

yceyx  )2(  

Karena 0)0( y  maka didapat 2lnc sehingga selesaian khusus 

persamaan diferensial di atas adalah yeyx  2ln)2(  

  

2.  Tentukan selesaian persamaan  

0)123()123(  dyyxdxyx   

Jawab  

Transformasikan dudydxsehinggauyx  2323 dan diperoleh: 

2
3

3
2 dxdudyataudydudx 




  

akibatnya persamaan 0)123()123(  dyyxdxyx  dapat dinyatakan 

dalam bentuk 0)1()1(  dyudxu  

Pilih dx atau dy, lalu substitusikan ke dalam persamaan dan diperoleh  

0)1(
3

2)1( 





 

 dyudyduu  

dyudyduu )1(3)2)(1(   

0)3322()1(  dyuuduu  
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0
15
1





 dydu
u
u   

  



 cdydu
u
u

15
1  

  


 cdydu
u

du
15

5
25
6

5
1  

cyuu
 15ln

25
6

5
 

cyyxyx



 1)23(5ln

25
6

5
23          

 

 Bentuk yang ketiga adalah selesaian bentuk selain persamaan 1 dan 2. 

Dalam menentukan selesaiannya gunakan transformasi  

vrqypxdanucbyax  )()(   

 Selanjutnya diferensial kan kedua bentuk transformasi di atas sehingga 

diperoleh  

)()()()()()()()( vdrdqydpxddanudcdbydaxd   

dvqdypdxdandubdyadx     

Eleminasikan dx dan dy pada hasil differesial yang diperoleh secara berurutan 

yaitu:  








dvqdypdx
dubdyadx

 

selanjutnya kalikan persamaan pertama dengan p dan kalikan persamaan kedua 

dengan a, maka diperoleh: 

pdupbdyapdx   

advaqdyapdx   

 

advpdudyaqpb  )(  

             
aqbp
advpdudy




  

Dengan cara yang sama diperoleh  
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bpaq
bdvqdudx




   

Substisusikan dx dan dy dalam persamaan semula, yaitu: 

0)()(  dyrqypxdxcbyax   

0








aqbp
advpduv

bpaq
bdvqduu     

 Persamaan di atas menjadi persamaan baru dengan tanda diferensial  du 

dan dv, dan termasuk dalam persamaan diferensial  homogen. Primitifnya dapat 

ditentukan dengan menggunakan metode persamaan diferensial homogen.  

 

Contoh 

1. Tentukan selesaian umum persamaan   

0)337()773(  dyxydxxy  

Jawab 

Transformasikan 

337773  xyvdanxyu   

Dengan mendiferensialkan masing-masing bagian, diperoleh: 

dxdydvdandxdydu 3773   

Elimasikan dx dan dy berurutan, diperoleh: 








dvdxdy
dudxdy

37
73

 

atau  








dvdxdy
dudxdy
72149

3219
 

didapat  

dvdudy 7340   

40
37 dudvdy 

  

Dengan cara yang sama diperoleh 
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40
73 dudvdx 

  

Substitusikan dxdandy kepersaman semula, sehingga diperoleh  

0)337()773(  dyxydxxy    

0
40

37
40

73







 







  dudvvdudvu  

0)37(40)73(40  dudvvdudvu (persamaan diferensial homogen) 

0)37()73(  duvudvvu  

Bagi persamaan dengan v, diperoleh  

03773 





 






  du

v
udv

v
u  

Transformasikan vtuatau
v
ut   sehingga tdvvdtdu   

Persamaan di atas adalah persamaan diferensial yang dapat direduksi ke 

persamaan variable terpisah. 

0))(37()73(  tdvvdttdvdt   

0)37()3773( 2  dttdvttt   

0
)77(

)37(
2 




 dt
t

t
v
dv  

cdt
t

t
v
dv





   277
37  

0
1
1ln

7
31ln

2
1ln 2 





t
ttv  

Dengan mensubstitusi 
773
337337





xy
xytdanxyv  diperoleh selesaian 

umum persamaan 0)337()773(  dyxydxxy  

  

2. Tentukan selesaian umum persamaan  

0)23()123(  dyyxdxyx  

Jawab.  
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Transformasikan  

yxvdanyxu 23123   

dydxdvdandydxdu 2323   

Selanjutnya dieliminasi dx dan dy berturut dan diperoleh: 

4
dudvdy 

  dan 
6

dvdudx 
  

Substitusikan dy dan dx ke persamaan semula dan diperoleh  

0)23()123(  dyyxdxyx  

0
46







 







 


dudvvdvduu  

0)(6)(4  dudvvdvduu  

0)64()64(  dvvuduvu  

06464 





 






  dv

u
vdu

u
v  

Transformasikan upv
u
vp  sehingga pduudpdv   

Substitusikan  kepersamaan di atas, diperoleh  

0)9)64()64(  pduudppdup   

0)64()6464( 2  udppduppp   

0
)6104(

)64(
2 





pp

dpp
u
du  

 



 cdp

pp
p

u
du

)2)(26(
64  

 



 cdp

pp
pu

)2)(26(
64ln  

cppyx  2ln
5
826ln

5
18123ln  

c
yx

yx
yx

yxyx 






















 2

123
23ln

5
82

123
236ln

5
18123ln  
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2.4 Persamaan Diferensial  Eksak (PDE)  

 Persamaan diferensial  0),(),(  dyyxNdxyxM  disebut persamaan 

diferensial  eksak jika dan hanya jika memenuhi syarat: 

x
yxN

y
yxM







 ),(),(
 

Contoh 

1. 0)()(  dyyxdxyx adalah persamaan diferensial eksak karena  

   1),(),( 





y
yxMyxyxM  

   1),(),( 





x
yxMyxyxN   

    sehingga 
x

yxN
x

yxM






 ),(),(  

2. 0sin)cos(  xdydxxyx , adalah persamaan diferensial eksak karena  

     x
y

yxMxyxyxM cos),(cos),( 



   

     x
x

yxNxyxN cos),(sin),( 



  

      Sehingga 
x

yxN
x

yxM






 ),(),(  

3. y(x-2y) dx – x2 dy = 0, bukan persamaan diferensial  eksak,  

      yx
y

yxMyxyyxM 4),()2(),( 



  

     x
x

yxMxyxN 2),(),( 2 



   

    sehingga 
x

yxN
x

yxM






 ),(),(  

         

Karena 
y

yxM


 ),(    
x

yxN


 ),(
maka persamaan di atas bukan persamaan 

diferensial eksak.   
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Dengan cara yang sama, persamaan dibawah ini adalah persamaan tidak eksak 

karena 
y

yxM


 ),(  
x

yxN


 ),( . 

1. 0)( 22  xydydxyx  .............persamaan diferensial homogen  

2. 022  dyxadx   .......... persamaan diferensial yang dapat direduksi ke 

persamaan diferensial variabel terpisah.  

3. 0)3()1(  dyyxdxyx ………..persamaan diferensial tidak homogen 

 

Persamaan diferensial  eksak mempunyai selesaian umum cyxF ),(  

Menurut definisi diferensial  total untuk cyxF ),( , diperoleh: 

)(),( cdyxdF    

0),(),(








 dy
y

yxFdx
x

yxF  

 

Berdasarkan bentuk   

0),(),(  dyyxNdxyxM dan 0),(),(








 dy
y

yxFdx
x

yxF  maka diperoleh 

),(),( yxM
x

yxF



   dan ),(),( yxN

y
yxF




   

 Berdasarkan kesamaan di atas, maka untuk menentukan selesaian 

persamaan diferensial  eksak yang berbentuk cyxF ),( dapat dilakukan dengan 

dua cara. 

 

 

 

Cara I  

),(),( yxM
x

yxF



   dan ),(),( yxN

y
yxF




   

Dari kesamaan di atas diperoleh  
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 dxyxMyxFyxM
x

yxF ),(),(),(),(  

                                           =  )(),( yGdxyxM
x

  

),()(),(),(),( yxNyGdxyxM
y

yxN
y

yxF x




















  

                                   

 x

yxNyGdxyxM
y

),()('),(  

                                   



x

dxyxM
y

yxNyG ),(),()('  

                                      














 dydxyxM
y

dxyxNyG
x

),(),()(  

Substitusikan G(y) dalam  
x

yGdxyxMyxF )(),(),(  yang merupakan 

selesaian umum persamaan diferensial   

 

 

Cara II  

),(),(),(),( yxM
x

yxFdanyxN
y

yxF








   

Dari kesamaan di atas diperoleh  

  
y

xHdyyxNyxFdyyxNyxF )(),(),(),(),(       

),()('),(),(),( yxMxHdyyxN
x

yxM
x

yxF y









  

                                   


 dyyxN
x

yxMxH ),(),()('  

                                     










 dyyxN
y

yxMxH ),(),()( dx 
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Substitusikan H(x) ke persamaan semula  
y

xHyxNyxF )(),(),(  

Contoh  

1. Tentukan selesaian persamaan diferensial  eksak berikut ini: 

0)543()432(  dyyxdxyx  

Jawab 

3),(432),( 





y
yxMyxyxM  dan  

3),(543),( 





y
yxMyxyxN  

berarti persamaan di atas adalah eksak. 

Selesaian PD di atas adalah  cyxF ),( .  Untuk mendapatkan 

cyxF ),( dapat digunakan kesamaan  

),(),(),(),( yxM
x

yxFdanyxN
y

yxF








 . 

543),(





 yx
y

yxF  

  dyyxyxF )543(),(  

            )(523 2 xfyyxy   

),(),( yxM
x

yxF



  

  432)(523 2 



 yxxfyyxy
x

   

432)('3  yxxfy  

42)('  xxf  

cxxxf  4)( 2  

Sehingga primitif persamaan adalah cxxyyxyyxF  4523),( 22  

  

2. 0sin)cos(  xdydxxyx  
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Jawab  

x
y

yxMxyxyxM cos),(cos),( 



  

 x
x

yxNxyxN cos),(sin),( 



  

Berarti persamaan di atas adalah persamaan diferensial eksak. Sehingga 

selesaiannya dapat dinyatakan dalam bentuk F(x,y) =  c.  Untuk 

mendapatkan F(x,y) = c digunakan  kesamaan  

),(),(),(),( yxN
y

yxFdanyxM
x

yxF








   

 


 dxxyxyxFxyx
x

yxF )cos(),(cos),(    

                                                     )(sin
2
1 2 yGxyx   

xyGxyx
y

x
y

yxF sin)(sin
2
1sin),( 2 







 







  

                            xyGx sin)('sin   

                            0)('  yG  

                            cyG  )(                                  

Diperoleh selesaian umum persamaan 

cxyxcxyxyxF  sin2sin
2
1),( 22  

 

 Soal-soal 

A. Selidiki apakah persamaan di bawah ini eksak atau tidak  

1. 0)2()23(  dyyxdxyx  

2. 0)42()3( 2  dyxydxy   

3. 0)643()526( 22  dyxyxdxyxy   

4. 012
2

2








 








  dy
y

xxdx
y

x    
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5. yxxyyyx sinsintan')cos(cos    

6. 0)2()145( 22  dyxyxdxyxy  

7. dxyxydyxdx )( 22   

8. 0)1(212
)(

3 2 






















 dyxy

yx
dx

yxx
yy   

9. 0)()(2 222  dyyxdxxyx  

10.  01411
322 







 









 dy

y
xdx

yx
   

B. Tentukan selesaian umum persamaan diferensial eksak berikut ini: 

1. 0)3(2 2  dyxxydx  

2. 011








 







  dy

y
xydy

x
xy  

3. 01
2222 













 dy
yx

xdx
yx

y
x

 

4. 02)2( 2  dyxydxxy  

5.   0ln1  dy
y
xdxxy  

6. 0)cos()sin)cos((  dyxyxdxxxyy  

7. 0)2sin()cos2( 2  dyyyxxdxyxy  

8. 5)1(0)ln3( 22  ydanxdydxyxxx  

9. 0)2(sin342 2  ydanxxy
dx
dyx  
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10. 0
2

0)cos( 






ydandyxedxxye xyxy  

 

2.6  Persamaan Diferensial  Tidak Eksak (PDTE) 

 0),(),(  dyyxNdxyxM  adalah persamaan diferensial  tingkat satu 

derajat satu disebut persamaan diferensial  tidak eksak jika dan hanya jika:  

 

x
yxN

y
yxM







 ),(),(
 

Persamaan diferenisal tidak eksak dapat diselesaikan dan ditentukan 

primitifnya dengan cara mencari faktor integral dari persamaan tersebut. Setelah 

ditentukan faktor integralnya, maka persamaan diferensial  tidak eksak tersebut 

menjadi persamaan diferensial  eksak. Faktor integral persamaan diferensial  tidak 

eksak dinyatakan dengan  (x,y).  Setelah diketahui faktor integralnya , maka 

persamaan tidak  eksak ditulis dalam bentuk: 

 0),(),(),(  dyyxNdxyxMyx  

0),(),(),(),(  dyyxNyxdxyxMyx    

satuderajatsatutingkatldiferensiapersamaandyyxNdxyxM  0),(),(
 

Dengan 

),(),(),(),(),(),( yxNyxyxNdanyxMyxyxM    

Sehingga diperoleh persamaan yang merupakan persamaan diferensial  tingkat 

satu berupa persamaan diferensial  eksak yang memenuhi sifat  

x
yxN

y
yxM







 ),(),(
 

dengan  

),(),(),(),(),(),( yxNyxyxNdanyxMyxyxM    
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Persamaan baru tersebut dinamakan persamaan diferensial  eksak, sehingga 

selesaiannya dapat ditentukan dengan menggunakan metode persamaan 

diferensial  eksak.  

 

Bagaimana menentukan faktor integral persamaan tidak eksak? 

Karena   0),(),(),(  dyyxNdxyxMyx  persamaan eksak, maka: 

x
N

y
M







 )()( 
 

x
N

x
N

y
M

y
M

















   

























y

M
x

N
x
N

y
M 

   
































y

M
x

N
x
N

y
M 


1  

dalam hal ini dapat kita tinjau dari beberapa kasus: 

a. Misal )(),( xyx    yaitu fungsi bervariabel x  saja, maka 0



y
  dan  

    
dx
d

x




 , sehingga  

    





 













 0.1 M

dx
dN

x
N

y
M 


  

    
N

x
N

y
M

dx
d 











1   

Jika 
N

x
N

y
M








 suatu fungsi dari x  atau )(xf , maka dari   

N
x
N

y
M

dx
d 











1  didapat  
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dxxfdatauxf
dx
d )()(1






  

  dxxfd )(

  

 dxxf )(ln  


dxxf

e
)(

 adalah faktor integral  yang dicari 

 

b. Misal )(y  yaitu fungsi bervariabel y  saja maka 0



x
  dan  

    
dy
d

y




 = 

dy
d , sehingga  

    





























y
M

x
N

x
N

y
M 


.1  

     


























y

MN
x
N

y
M 


.0.1  

     
M

x
N

y
M

dy
d













1   

     Jika 
M

x
N

y
M









 suatu fungsi dari y  atau )(yg , maka dari   

    
M

x
N

y
M

dy
d













1  didapat   

     )()(1 ygdatauyq
dy
d






  

       dyygd )(

  

      dyyg )(ln  

     
 dyyg

e
)(

  adalah faktor integral yang dicari 
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c. Jika 0),(),(  dyyxNdxyxM adalah persamaan diferensial  homogen  dengan   

      0),(),(  dyyxyNdxyxxM  maka faktor integral  

       ),(),(
1),(

yxyNyxxM
yx


  

 

d. Jika 0),(),(  dyyxNdxyxM dapat ditulis 0)()(  dyxyxFdxxyyF  dengan 

    )()( xygxyf  maka  

    ),(),(
1

))()((
1),(

yxyNyxxMxyGxyFxy
yx





  

 

e. Seringkali faktor integral ),( yx dapat diperoleh dengan pemeriksaan, hal ini 

akan tampak setelah pengelompokkan kembali suku-suku persamaannya.  

 

Dengan mengenal kelompok suku-suku tertentu merupakan suatu bagian dalam 

persamaan diferensial  eksak. 

 

Contoh 

1. Tentukan selesaian umum persamaan diferensial  berikut dengan terlebih 

dahulu menentukan faktor integrasinya. 

0)( 22  xydydxxyx  

Jawab  

y
y

yxMxyxyxM 2),(),( 22 



  

y
x

yxNxyyxN 





),(),(  

Sehingga persamaan di atas tidak eksak karena 
x

yxN
y

yxM






 ),(),(      

Selanjutnya dicari  (x,y) sebagai faktor integrxasi   
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Karena )(12
),(

),(),(

xf
xxy

yy
yxN

x
yxN

y
yxM













  

Maka xeeyx xdxxf
 ln)(

),( .    

Diperoleh persamaan baru dan merupakan persamaan diferensial eksak yaitu     

}0){( 22  xydydxxyxx  

}0){( 2223  ydyxdxxxyx         

Dengan menggunakan metode persamaan eksak diperoleh selesaian 

0)( 22  xydydxxyx  yaitu 0643 2234  yxxx  

  

2.  Tentukan selesaian umum persamaan 

0)3()22( 224234  dyxyxeyxdxyxyexy yy  

Jawab 

16)28(),( 243 


 xyxyexy
y

yxM y  

322),( 24 


 xyexy
x

yxN y  

Sehingga persamaan di atas tidak eksak. 

Selanjutnya dicari  (x,y) sebagai faktor integrasi  

Karena )(2
),(

),(),(

yg
yyxN

x
yxN

y
yxM










  

Maka 4

)( 1
y

e
dyyg



     

 Diperoleh persamaan baru dan merupakan persamaan diferensial  eksak 

yaitu    0322
4

2242

4

34








 








  dy
y

xyxeyxdx
y

yxyexy yy

 

Dengan menggunakan metode persamaan eksak diperoleh selesaian 

persamaan 0)3()22( 224234  dyxyxeyxdxyxyexy yy  adalah 
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c
y
x

y
xex y  3

2
2

   

 

Latihan  

A. Tentukan faktor integral persamaan berikut: 

1) 0)( 344  dyxydxyx  

2) 0)2( 2  dyxdxyxy  

3) dxexydxxdy x2   

4) 02  xdyydxdyy  

5) 0)3(43 322  dyyxdxyx  

B. Berdasarkan faktor integrasi yang diperoleh tentukan selesaian persamaan: 

1) 0)1( 2  dyxdxxy  

2) 0)2( 4  dyyxydx  

3) 0,02)( 2  xxydydxxy   

4) 0)()23( 21   dyyxxdxyxy  

5) 0)sin( 332   dyyexyydxx y  

C. Buktikan bahwa jika ),( yg
M

NM xy 


 adalah fungsi y saja, maka faktor 

integrasi untuk 0),(),(  dyyxNdxyxM  adalah 
 dyyg

eyf
)(

)(  

 

2.7 Persamaan Berbentuk 0)()(  dyxyxgdxxyyf  
 Persamaan 0)()(  dyxyxgdxxyyf juga disebut persamaan diferensial  

tingkat satu derajat satu karena bentuknya 0),(),(  dyyxNdxyxM  

Selesaiannya dapat ditentukan dengan menggunakan transformasi zxy  sehingga 

x
zy  . Dengan menurunkan masing-masing variable diperoleh  
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2x
zdxxdzdy 

 .  

Substitusikan bentuk 
2x
zdxxdzdy 

  ke persamaan semula 

0),(),(  dyyxNdxyxM  

0,, 2 





 















x
zdxxdz

x
zxNdx

x
zxM  

Dengan cara penyederhanaan diperoleh persamaan baru yang bentuk 

umumnya adalah 0),(),(  dzzxNdxzxM dan persamaan bentuk tersebut 

merupakan persamaan yang dapat dipisahkan variabel-variabelnya.  

 

Contoh. 

1. Tentukan  selesaian umum persamaan  

0)()( 2322  dyyxxxdxyxy  

Jawab  

0)()( 2322  dyyxxxdxyxy  

0)1()1( 22  dyyxxyxdxxyy   

Transformasikan 
x
zy  , dengan menurunkan masing-masing variable    

diperoleh  2x
zdxxdzdy 

 .  

Sehingga persamaan semula menjadi      

0)1()1( 2
2 






 


x

zdxxdzzzxdxz
x
z  

0)1( 23  dzzzxdxx  

01
3

2








 
 dz

z
zz

x
dx  

023 
z

dz
z
dz

z
dz

x
dx  
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    c
z

dz
z
dz

z
dz

x
dx

23   

cz
zz

x  ln1
2

1ln 2   

Dengan mensubstitusikan xy = z diperoleh selesaian persamaan  
2222 12ln2 ycxxyyyx   

  

2. Sebagai latihan bagi pembaca, tentukan selesaikan persamaan di bawah ini 

dengan menggunakan cara seperti contoh 1 di atas. 

Sebagai latihan, tentukan selesaian umum persamaan  

1) 0)1()1( 22  dyyxxyxdxxyy  

2) 0)()( 22  dyyxxdxxyy  

3) 0)()1( 2322  dyxyxdxyxxy  dengan y(1) = 0 

4) 0)1()21(  dyxyxdxxyy  dengan y(0) = 0  

5) 0)3()1(  dyxyxdxxyy  

 

 

 

2.8 Trayektori  

 Suatu  kurva yang memotong setiap persamaan keluarga kurva atau dari 

sebaliknya dengan sudut tetap  disebut trayektori  dari persamaan diferensial  

yang diketahui. Jika besar sudut o90 maka disebut trayektori ortogonal, 

sedangkan jika  besar sudut o90 maka disebut trayektori isogonal. 

 

a. Trayektori Isogonal  

Integral kurva dari persamaan 0
tan'1

tan',, 













y
yyxf  adalah trayektori 

isogonal dengan sudut tetap  dari persamaan diferensial  0)',,( yyxf  
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b. Trayektori Ortogonal  

Jika  = 90º  maka trayektorinya disebut trayektori ortogonal Integral kurva 

dari persamaan diferensial 0
'

1,, 







y

yxf adalah trayektori orthogonal dari 

persamaan 0)',,( yyxf  
Jika dinyatakan dalam koordinat polar, integral kurva dari persamaan 

diferensial 0,, 2 










d
drrrf  adalah trayektori ortogonal dari integral kurva 

0,, 










d
drrf  

  

Jika suatu persamaan hendak ditentukan trayektorinya, maka beberapa 

langkah yang ditempuh adalah. 

1. Tentukan persamaan diferensial  dari persamaan keluarga kurva yang 

diketahui . Jika persamaan yang diketahui masih terdapat parameter  maka 

parameter  harus dieliminir  terlebih dahulu. 

2. Tentukan persamaan diferensial  dari trayektorinya. 

a. Bila trayektorinya ortogonal dilakukan penggantian 
dx
dy  dengan -

dy
dx  

pada persamaan diferensial nya. 

b. Bila trayektori isogonal dengan sudut tetap   maka lakukan 

penggantian 
dx
dy  dengan 





tan1

tan

dx
dy

dx
dy




 pada persamaan diferensial nya. 

c. Bila trayektori   = 45º maka lakukan penggantian 
dx
dy dengan  

      

dx
dy

dx
dy





1

1
 pada persamaan diferensial nya. 
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d. Bila trayektorinya dalam koordinat polar maka lakukan penggantian 

d
dr dengan 

d
drr 2 . 

3. Selesaikan persamaan diferensial  baru tersebut dengan metode yang sesuai 

sehingga diperoleh persamaan trayektori yang diminta. 

 

Contoh  

1. Tentukan trayektori ortogonal persamaan keluarga kurva 

realcdengancyx  22 2  

Jawab  

Persamaan diferensial  dari persamaan cyx  22 2  adalah  

)()2()( 22 cdydxd   

042  ydyxdx  

042 
dx
dyyx  

Untuk mendapatkan trayektori ortogonal adalah mengganti 
dx
dy  dengan - 

dy
dx ,  

sehingga  

042 
dx
dyyx  

042 









dy
dxyx  

042  ydxxdy  

042 
x

dx
y

dy  

  c
x

dx
y

dy 42  

cxy  4ln4ln2  

cxy  42 lnln   
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c
x
y

 4

2

ln   

42 cxy     

  

2. Sebagai latihan bagi pembaca,  Tentukan trayektori ortogonal dari persamaan 

keluarga kurva 

1) 02)( 22  cxyx  

2) 03 22  cxxy  

3) 022  cxy  

4) cxyyx  222 )(  

5) xcexy  12  

6) coscr   

7) 
xc

xy



2

2  

8) Tentukan trayektori isogonal dengan sudut tetap  = 45º dari persamaan 

keluarga kurva  

a. )(222 yxcyx    

b. 222 cyx   

 

 

 

2.9   Soal-soal   

A. Dengan menggunakan metode yang sesuai, tentukan selesaian umum 

persamaan diferensial  di bawah ini. 

1. 
y

xy 1' 
  

2. 12'  xyy  

3. 0)()22( 2  dyxxdxxyxy  
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4. 











1
1' 2

2

y
xy  

5. 0
11

2 




















dx

xy
xdxx

xy
y   

6. 0)cos()cossin2( 22  dyxyxMdxxyyxxyx  

7. xyxyy 2' 2   

8. 0)()( 222  dyxyxydxyy  

9. 
y

yxx
y

22

'


  

10. 0)23()12(  dyyxdxyx  

B. Tentukan selesaian masalah nilai awal  

1. xyy tan)1(' 2  dengan 3)0( y   

2. yx
dx
dy 2cos2 dengan  

4
)0( 
y  

3. 02)3( 22  xydydxyx  dengan 6)2( y  

4. 0)4()32( 2  dyyxdxxy dengan 2)1( y  

5. 013
2

2

2 






 







  dy

xy
ydx

x
y  

C. Tentukan ),( yxM dan A sedemikian sehingga persamaan berikut eksak. 

1. 0),()( 23  dyyxMdxxyx  

2. 0),(1
322 







 dyyxMdx

y
x

yx
 

3. 0)4()3( 22  dyyAxdxxyx   

4. 011
223 






 






  dy

xx
dx

x
y

x
Ay  

5. 0111
322 







 









 dy

y
Axdx

yx
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D. Tentukan faktor integrasi dan selesaian persamaan di bawan ini 

1. dxyxydxxdy )( 22   

2. 0)32(  xdydxxy    

3. 02)( 2  xydydxyx   

4. dxyxxydxxdy )(3 222   

5. 0ln  dxxxdyydx  

6. 02)3( 22  xydydxyx  

7. 0)()(  dyyxdxyx  

8. 0)( 2  dyxdxyx  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


